Notas sobre la teoria matemética de la elasticidad

FLEXION

por

La flexion lateral o pandeo—Es la deformacién finita que,
a veces, bajo la accién de fuerzas exteriores, aparece subita-
mente antes que el limite de elasticidad se alcance.

El fenomeno se produce en el caso de barras o placas del-
gadas. -

Limitémonos al caso de una barra, recta o curva, simétrica,
con relacién a un plano, pasando por su fibramedia y solicita-
da’ por fuerzas que admiten el mismo plano de simetria. El
pandeo supone que el momento flector permanezca nulo du-
rante la puesta en carga, sin lo cual la deformacién se produ-
ciria de una manera progresiva.

La fibra media ha de coincidir con la curva funicular rela-
tiva a las fuerzas exteriores,

Los esfuerzos han de ser de compresion, pues la curva fu-
nicular perfectamente flexible no puede permanecer en equili-
brio para esta clase de esfuerzos mas que merced a una cierta
rigidez de la pieza.

Mientras esta rigidez es suficiente para resistir a la defor-
macién, la fibra media conserva su forma, el pandeo aparece
en el instante en que el esfuerzo de compresion adquiere un
valor capaz de sobrepasar el defecto de flexibilidad.

En el momento del pandeo, la stabilidad de forma primitiva
se cambia en inestabilidad.

Para conciliar este hecho con la estabiliddd de equilibrio de
los solidos, para los cuales el limite de elasticidad no se ha
alcanzado, estudiemos el caso de fina barra rectilinea.

Sea 1 la longitud de una barra empotrada en su extremo in-
ferior, cargada con un peso, P, en el extremo libre. Se des-
precia el peso propio.

Las ecuaciones de equilibrio elastico, segiin Lamé, en la
hipétesis de la isotropia de la materia y de la homogeneidad
de la misma, son:
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En las cuales, #,  y w son las componentes del desplaza-
miento experimentado por el punto, cuyas coordenadas ini-
ciales son &, y y 2. Estas componentes son funciones de
2, ¥y y 2 0, la dilatacién cubica; A y u, los coeficientes de
Lamé; p, la densidad; X, Y,, Zo, las componentes de la fuer-
za, mas a, es decir, referida a la unidad de masa.

Las ecuaciones anteriores, llamadas indefinidas, porque se
aplican en todos puntos del cuerpo, necesitan se les agreguen
las condiciones de la superficie, llamadas asi ecuaciones de-
finidas.

Sobre cada elemento de esta superficie estd aplicada una
fuerza exterior X,, ¥, Z,. Si «, B, 1, designan los cosenos
directores de la normal interior, se tiene:

X=Nya+Tf + Ty
[2] Y=Tya+N;B 4+ Tyy
Z=Tea+ T, B+ Nyv

El elemento perpendicular a Ox soporta la tension nor-
mal, N, y una tension tangencial que tiene por componen-
tes To, paralelamente a Oz iy Ty, paralelamente a Oy.

Las ecuaciones indefinidas, asi como las condiciones en la
superficie, son lineales con relacion a las incognitas u, v v w, ¥
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con relacion a las fuerzas dadas, Resulta de ello que si se
conocen los estados de equilibrio correspondientes a varios
sistemas diferentes de fuerzas dadas, se obtiene el estado de
equilibrio correspondientes a la aplicaciéon simultinea de es-
tos sistemas de fuerzas, componiendo conjuntamente el cam-
po de desplazamientos correspondientes a cada uno de los sis-
temas. Es la superposicion de los estados de equilibrio.

Apliquemos este principio de la superposicion de efectos
de las fuerzas a las ecuaciones (2).

En el caso que nos ocupa no se pueden considerar los cose-
nos «, &, 1, como constantes dadas, pues estos cosenos no son
independientes de la magnitud de P, pues la barra delgada
tiene la propiedad de tomar sin que el limite de elasticidad
sobrepase una curvatura finita. Esta curvatura, desde que la
barra comienza a flexar, varia con P, y puesto que «, B, 7, son
funciones de esta fuerza, resulta que x cesa de ser una fun-
cion lineal de la carga. El principio de la superposicion de
esfuerzos no es aplicable, pero nos hemos apoyado en este
principio para establecer la estabilidad de equilibrio,

Sea aun una barra terminada por dos empotramientos, de
los cuales uno solo es fija y el otro es susceptible de deslizar,
aproximandose al primero.

Tomemos por origen el extremo fijo, por eje de las a Ia
fibra media, como antes u, 7 y w, las componentes del despla-
zamiento del punto x, v y 2. Sea h el desplazamiento arbitra-
rio, imprimido segiin Ox a la extermidad movil. Se debe te-
ner # = h para r = 1.

Por otra parte, X, Y, Z, son nulos sobre la superficie late-
ral. Estas condiciones determinan, para todos los puntos de la
masa, los valores de u,  y w en funciéon de h I y de las di-
mensiones transversales, Supongamos que comparamos barras
de secciones semejantes, v 7 una de las dimensiones transver-
sales. Es claro que si i, » y I estan multiplicadas por un fac-
tor arbitrario, es lo mismo para %, v y w. Se puede escribir:
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-Tes un nimero muy pequefio, igualmente — , siempre que
r

la seccién recta tenga dimensiones comparables a la longi-
tud /, tenemos entonces sensiblemente u = if (0,0), es decir,
que u puede considerarse proporcional a h. Pero, en el caso

de una barra delga(la.rr- adquiere un valor notable, y, por

. ’ : i
consecuencia, la constancia de la razom ol no puede, cuando

I varia, mas que tomarse como una simple aproximacion.
Agqui también el principio de la superposicion cae en defecto:

Veamos de precisar las condiciones en las cuales la estahi-
lidad se cambia en inestabilidad.

Sigamos con la barra doble empotramiento. El emipotra-
miento movil ha sufrido un desplazamiento, i, en el sentido
requerido para comprimir la barra; se trata de saber si el
equilibrio sin pandeo es estable o inestable. Para esto imagi-
namos una deformacion virtual, indefinidamente pequefia,
efectuada (sin nuevo desplazamiento del empotramiento), pa-
paralelamente a uno de los planos de simetria que atribuimos
a la barra, y busquemos la variacion de potencial.

Cada’ punto de la fibra media desplaza una cantidad, u, en
el sentido del eje de las x, y una cantidad, v, en el sentido
transversal. Los desplazamientos, #, producen una variacion
de potencial total que es infinitamente pequeiia, de segundo
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orden. Esta variacion es positiva, pues el equilibrio longitudi-
nal, tal como se realizaria si la barra estuviese guiada en to-
da su longitud, es evidentemente estable: designémoslo por k.

Pasemos a los desplazamientos transversales, representados
por y. El elemento dx de la fibra media toma la longitud

dx VI e ,\, que se puede escribir: d.tr(l +;7y"‘)’ puesto

se infinitamente pequefio.. El alargamiento de la fibra
!
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media es, pues, sz (y'* dx), y si P designa la fuerza apli-
v

cada en el empotramiento, se produce una disminucion de po-
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curva. Si se designa por p su radio de curvatura, por I el mo-
mento de inercia de la seccién perpendicular al plano de la
fibra deformada y por E el coeficiente de elasticidad, hay por
esta causa, para el fragmento de longitud da, un aumento de

tencial igual a P/2 Al mismo tiempo, la fibra se

on E E:l :
potencial igual a ———— dx. Se puede, por otra parte, reeni-
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plazar — por y'". El aumento neto de potencial es
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vy la condicién de estabilidad es que esta expresion perma-
nezca positiva, cualquiera que sea la funcién infinitamente pe-
quefia, y.

Admitamos ahora que esta funcion pueda representarse por
medio de la serie de Fourier,
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Las pintorescas y viejas villas de la Meseta Central, frecuentadas por el tu-
rismo, son hoy dia bastante conocidas, divulgados sus aspectos por la fotografia
v el dibujo; en cambio, hay otras de las regiones periféricas—singularmente de
la levantina—, cuyos interesantes aspectos permanecen casi inéditos. Tal es, por

ejemplo, la de Penaguila, cuyo nombre ya es bastante expresivo de su situacion

escarpada y medieval, en un terreno montuoso, regado por

que contribuyen a formar el rio que lleva el mismo nombre que la villa, situada
en la provincia de Alicante, en las vertientes de la sierra Aytana, a 15 kilome-
tros y medio de Alcoy, con 1.400 habitantes hoy dia. Abonan el abolengo mili-
tar y su papel en las luchas de la Reconquista los importantes restos de su re-

cinto murado, con numerosas torres—como la Vernet, cuvos planos y vistas se

acompafian—, y la puerta llamada “El Portalet”,

por tratarse de una entrada en recodo, probablemente del recinto musulman.
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diferentes

de excepcional importancia,

en la cual la suma se refiere a la serie de los niimeros ente-
ros, n, ¥ que esta serie cumpla las condiciones deseadas pa-
ra ser dos veces derivable, Nos queda:
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Como los coeficientes a, son arbitrarios, asi como k, la es-
tabilidad exige que la cantidad entre corchetes sea positiva
para todo valor del entero n. Resulta que la condicion de esta-
bilidad es:
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Es preciso, naturalmente, tomar para I el menor de los
momentos de inercia de la seccién recta. La condicion sub-
siste cuando se tiene en cuenta la posibilidad de un alabeo,
que se puede obtener por la composicion de deformaciones
efectuadas en dos planos rectangulares.

Sea Q el area de la seccion recta. El esfuerzo, P, tiene por
B

[/
g

valor La condicion precedente puede escribirse:
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Como esta desigualdad es independiente del coeficiente de
elasticidad, E, queda la misma, cualquiera que sea la natura-
leza fisica de la barra.

De una manera general, la flexion lateral aparece cuando,
para ciertas deformaciones virtuales del sistema considerado,
el trabajo de las fuerzas exteriores, evaluado teniendo en
cuenta los infinitamente pequefios de segundo orden, crece mas
de prisa que el potencial de las fuerzas interiores.
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